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信号のスペク トルが時間とともにどう変化 していくのか,そ の新 しい解析手法 と

して Wigner分布の研究が盛んになってきた。時間と周波数の二つの変数をもつ

2次元分布関数であるWigner分布は,時間―周波数分解能が高 くとれ,過渡的信

号の性質をこれまでになくよくとらえることができる可能性があるからである。

分布関数が負の値をとったり,ク ロス項が現れるなど問題もあるが,応用次第で

は強力な道具になると研究者はみている。 (本誌 )潤
劃
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音響信号処理などの分野で,時間―周波数解析 (信号の周

波数分布の時間変化を調べること)の新 しい手法 として ,

Wigner分布の研究が急速に増えつつある。Wigner分布 自

体は,1932年 に量子力学の分野において Wignerが発表 し

た,低温時の量子状態の確率の補正に関する論文1)の なか

で初めて提唱された。 しかし,量子力学以外で多 くの関′い

を呼ぶのは,1980年代に入ってオランダのフィリップス社

(N V Philips'Gloeilampenfabrieken)の Claasen,Tvttck‐

lenbraukerに よる「再発見」
2卜のが行なわれた後のことで

ある。特に,音響機器,そ れもスピーカ関連の分野では,

大 きな関心を呼んでいる。この分野では,古 くから cumula‐

t市e attack(decay)spectrumな どの時間―周波数分布関数

が解析に用いられてお り,よ り優れた時間―周波数分布関数

に対する要求が常にあったからである。

刻々と性質が変化する信号の解析に向 く

Wigner分布は,ひ と言で言うと,非定常信号十に対 して

拡張された瞬時のパワー・ スペク トルであると考えられる。

また実際,Wigner分布は,時間と周波数の二つの変数をも

つ 2次元の分布関数であり,時間に関して積分すると信号

のエネルギ・ スペク トルに完全に一致する。同様に周波数

に関する積分が,信号の瞬時パワーに一致するという性質

をもっている。式の上から見ると,Wigner分 布の定義に

は,従来のパワー・ スペク トルの定義において (つ まり相

関関数の定義において)実行される時間平均操作が含 まれ

ないために,時間の変数が残る。その結果,時々刻々とそ

の性質が変化するような信号に対 しても,高 い分解能でそ

の性質をとらえることが可能 となっていると考えられる。

実際,われわれの周 りに存在する信号は,定常であるも

の,ほ ぼ定常 とみなせるものばか りではない。人工的な信

号はまだしも,騒音や雑音 といつたものには過渡的なもの,

非定常なものが多い。そのような信号の性質をありのまま

にとらえ,特徴を見いだすためには,従来のパワー・スペ

ク トルでは不十分であると思われる。 このような信号に対

して,Wigner分布を用いることで,よ り多 くの情報を引き

出すことができる可能
′
性がある。

ここで,時間―周波数分布の意義について言及 してお く必

要があるだろう。まず,過渡的信号,非定常信号の特徴は,

その周波数成分組成が時間的に変化することであるといえ

る。た とえば,lkHzの正弦波をなめらかな時間窓によっ

て 10 msの 長さだけ切 り出した信号があるとしよう。この

とき,こ の信号は,10 msの時間幅だけ存在 し,そ の大 きさ

がなめらかに変化する lkHzの周波数成分のみによって,

主に成 り立っていると考えることは自然であろう。 もちろ

ん,従来のパワー・ スペク トルの考え方により,時間的に

一切変化しない無数の周波数成分の和 として表現すること

も可能である。 どちらが正しいか という議論はまった く無

意味であるが,時間的に性質が変化する信号に対 しては,

やはり時間的に変化する組成を考える方が,よ り受け入れ

やすいと思われる。Wigner分布をはじめとする,時間―周

波数分布関数によって与えられるイメージにより,われわ

れは,過渡的,非定常信号の時間的に変化する周波数構造

をうかがい知ることができる。パワー・ スペク トルや,時

間信号からのみでは, これは容易なことではない。

Wigner分布の応用例はまだそれほど多 くはない。比較

的早 くから実用的レベルで応用された分野は,ス ピーカの

音響特性の把握
5)で ぁろう。また,光学関係の応用 も早 くか

ら試みられていたようである。わが国でも,過渡的騒音の

解析などで精力的な応用研究が進んでいる。われわれは,

最近注目されている音響計測法である,音響インテンシテ

ィ計測に Wigner分布を応用することで,過渡的,あ るいは

非定常の音場の解析を試みている6)。

以下に, この大きな可能性をもった新しい信号解析手法

である Wigner分布について紹介する。従来の解析法 との

比較,実用的計算法についても述べる。最後に,Wigner分

布の具体的な応用例の一つとして,わ れわれが行なった音

響インテンシティ計沢1への応用について,実験結果などを

交えて紹介することにする。
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Wigner分布とその特徴

Wigner分布の定義

まず,Wi811er分 布の定義を述べる。二つの時間関数 χ(′ ),

夕(′ )の cross‐ Wigner分布は,次式で定義される。

W髪ズん力〒/1ズ′十イ2が (卜″2)θ
″π′τグτ (1)

/は周波数,*印は共役複素数を示す。

auto‐ Wigner分布は,χ (′ )と ノ(′ )が等しいという特殊な

場合とみなせるので,特 にことわらないかぎり,以下 crOss_

Wigner分布のみについて話を進めることにする。

さて,こ こで,

Rχッ(′ ,τ)=χ (′+グ 2)ノ (′―″2)        (2)

とおけば,式 (1)は ,

陽ズ′,つづ[Rχズノ,→θ″π′τグτ    ③
と書ける。

式 (2)で与えられる几メ′,τ )は ,非定常信号に対して拡

張された相互相関関数であると考えることができるの。以

後これを非定常相互相関関数 と呼ぶことにする。二つの変

数 ′,τ は,ど ちらも時間変数であるが,τ は従来の定常信

号に対する相関関数の遅れ時間と同様のものであり,一方

′は,こ の相関関数が時間の関数となることを示している。

また,式 (2)に対して,変数 ′に関する平均 (つ まり時間平

均)を とった結果は,定常信号に対する相関関数と完全に

一致する。そのうえ,一方の時間関数を時間 τだけずらす

のではなくて,双方をτ/2ずつずらすようになっているの

で,自 己相関関数が偶関数となる性質まで受け継いでいる。

ここで,定常信号に対する相関関数の定義における時間

平均操作は,信号のエルゴー ド性十を利用してアンサンブ

ル平均ヤを置き換えたものであったことに注意しなければ

ならない。したがって,非定常な確率的信号に対する非定

常相関関数を求めるためには,ア ンサンブル平均を求める

必要がある。しかし,確定的信号に対しては,あ るいは,

確率的過程から得られた 1ア ンサンブルを確定的信号とみ

なして扱うときには,ア ンサンブル平均の必要がなくなり,

二つの時間関数を乗算 しただけで,平均を行なっていない

式 (2)に よって相関関数を求めることができるのである。

周波数 と時間の二つの変数をもつ 2次元のエネルギ分布

を示す

従来の相互 (自 己)相関関数 とクロス (オ ー ト)。 パワー

・スペク トルは,Wiener Khintchineの定理によって,互い

にフーリエ変換対の関係で結ばれていた。式 (3)か ら,非定

常相互 (自 己)相関関数に対 しては,cross‐ (auto‐ )Wigner

分布がフー リエ変換対の関係 となることがわかる。以上の

事実から,Wigner分布は,非定常な信号に対 して拡張され

たパワー・ スペクトルであると考えることができる。ただ

し,従来のパワー・ スペク トルが,周波数だけを変数 とす

る,信号の単位時間当た りの平均エネルギの分布関数であ

ったのに対 し,Wigner分布は,時間と周波数の二つの変数

に対する 2次元のエネルギ分布関数である。

非定常相互 (自 己)相関関数の時間平均をとると,従来

の相互 (自 己)相関関数 となるのと同様に,cross‐ (auto‐ )

Wigner分布の時間平均をとると,ク ロス (オ ー ト)。 パワ‐

・ スペク トルとなる。定義通 りのパワー・ スペク トルの計

算では,非定常の相関関数を時間平均し,そ の後に相関関

数の遅れ時間に関してのフー リエ変換を行なうと考えられ

るが,時間平均 とフーリエ変換の順序を逆にして,先にフ

ー リエ変換を行なった時点での中間結果が Wigner分布で

あると言うこともできる。

受け入れやすい自然な性質を多 く備える

式 (1)で ノ(′ )=χ (′ )の とき求まるWigner分布 レレ1,(′ ,/)

を,autO‐Wigner分布 という。文献2)の なかで,auto‐

Wigner分布のもつ性質が詳しく述べられている。そのう

ちのあるものは,他 の時間―周波数分布関数ももっている性

質であり, またあるものは,auto― Wigner分布固有の性質

である。以下,こ れらの性質について述べる。なお,crOss‐

Wigner分布に関しては,議論が煩雑になるため割愛する。
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①周波数に関して積分すると,瞬時パワーに等し

/1ttx(′ ,/)″=χ (′ )2

② 時間に関して積分すると,エネルギ・スペクト

数に等しい。あるいは,時間に関して平均する

―・スペクトルに等しい。すなわち,

/1ttx(r,/)ど
r=x(/)2

である。

③信号の時間シフトにより,Wigner分布も時間シフトす

る。

y(′ )=χ (′ ―′。)一→レら,(′ ,r‐ )=''lκ (′―′0,/)

④信号の周波数シフト(変調)に より,Wigner分布も周波

数シフトする。

_ll(′ )=χ (′ )a′
2π′。

` _→ lT7,(′ ,/)=''lx(′ ,/―も、)

⑤ auto‐ Wigner分布は,実関数である。

Im[''lχ (′,/)]=0

⑥信号が時間軸上の有限区間でのみ非零の値をもつなら,

い 。

ル密度関

と,パ ワ

図 1 長さの異なるハニング窓の Wigner分布  下の波形が時間窓。カラーで示してあるのがそのWigner分 布である。横軸は時間軸 (離散点数で

128点 ),縦軸は周波数軸 (0か ら標本化周波数の 1/2ま で)。 カラーでWigner分 布の強度を表現している。強度は +1(赤 )か ら -1(青 )ま でである。

ハニング窓の長さは,(a)16点 ,(b)32点 ,(c)64点 。窓の長さが増すにつれて,Wigner分布の時間軸方向の広がりが増加し,周 波数方向の広がりが

減少するのがわかる。
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Wigner分布も同区間でのみ非零の値をもつ。

χ(′ )=0(′ <α ,ι <′ )→
''lχ

(′,/)=0(′ <α ,bく′)

⑦信号が周波数軸上の有限区間でのみ非零の値をもつな

ら,Wigner分布も同区間でのみ非零の値をもつ。

ス「(/)=0(/<α ,ろ </)―→レ
'lx(′

,/)=0(/<α ,わ </)

③ Wigner分布の時間軸方向の重心は群遅延に等しい。

⑨周波数軸方向の重心は瞬時周波数に等しい。

/1/鴫χ(′,/)″
,ダ[鴫χ(′ ,/)″ =ス (′ )

従来から用いられてきた他の時間―周波数分布関数,た と

えば cumulative attack(decay)spectrum,ス ペク トログ

ラム,そ れに Page,Levinの 分布関数8),9な どは,こ れらの

性質のうちの一部しかもたない。特に① ② ③ ④ ⑥ ⑦ な

どは信号のエネルギの時間―周波数分布 として当然もって

いるべき性質と思われるが,attack(decay)spectrum,ス

ペクトログラムは① ② ⑥ ⑦ を,Page,Levinの 分布関数

は⑦ をもたない。

もう一つ,時間―周波数エネルギ分布関数としての性質に

関する重要な量として時間―周波数平面上でのエネルギ密

度の広が りの大きさがある。上記の分布関数は,どれ も

Wigner分布より大きな広がりを生じる。Rihaczekの 分布

関数10は ,Wigner分布 と同様に上記の① から⑨ の性質

をすべてもつが, このエネルギ密度の広がりが Wigner分

布に比べて非常に大きい。

逆に,Wigner分布以外の時間―周波数分布関数がもって

いて,Wigner分布にはない性質もある。たとえば,ス ペク

トログラムは非負の分布関数であり,エネルギ分布関数と

しては,負値をも取 り得るWigner分布よりも好ましいと

いえる。その代わり,ス ペクトログラムは,Wigner分布に

比べて,前述のエネルギ密度の広が りが大 きい。また,

Page,Levin,Rihaczekの分布関数は,信号が零となる瞬

間には,すべての周波数にわたってその値が零になる。

Wigner分布では,こ のような場合,全周波数にわたって積

分すれば値が零になるものの,非零の値が現れる。しかし,

信号の値が零となる瞬間の瞬時パワー・ スペクトルがすべ

ての周波数において零にならなければならないというのは,

かなり厳 しい制約であると思われる。その代償 として,

Page,Levin,Rihaczekの 分布関数では,エネルギの広が

りが非常に大きくなってしまう。

これらの事実から,Wigner分布は他の代表的な時間―周

波数分布関数に比べて概ね優れているといえる。ここで注

意しなければならないのは,も ともと時間―周波数平面上で

現象を厳密に記述することは不可能であるということであ

る。波動現象における時間と周波数の間には,Heisenberg

／〓″／け鴫イ″／け鵬
∞
　

　

∞

′≠

″
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の不確定性のようなものが常に存在 し, どちらかを突き詰

めていつても,他方が曖味になってい く。われわれに唯一

可能なことは, この不確定性が支配する領域の直前まで踏

み込むことができる強力な手段を模索することである。そ

して,Wigner分布は今のところ最 も強力な手段であると

言える。

スペク トログラムのような時間分解能対周波数分解能の

トレー ドオフがない

時間―周波数分布関数 として,今 のところ最 も広 く用いら

れているものはスペク トログラムであろう。

スペクトログラムとは,時間窓を移動しながら次々と短

時間フーリエ変換によるパワー・ スペク トルを計算 し,そ

の結果を時間 (時間窓の位置)周波数平面上で表現 したも

ので,主 に音声学などの分野で古 くから用いられている。

文献 2)で は,こ のスペク トログラムは,信号の Wigner分

布 と,時間窓の Wigner分布を時間―周波数平面上で 2次元

的に畳み込んだものであることが示されている。 ここで ,

時間窓の長さを変えて,そ の時間窓の Wigner分布を計算

してみると,図 1(a),(b),(c)の ように,時間―周波数平面

上での主極の時間方向の幅は時間窓の長さに比例 し,一方

周波数方向の幅は時間窓の長さに反比例することがわかる。

結局,ス ペ クトログラムにおいては,エ ネルギ分布のピン

ボケの度合,いわゆる時間分解能 と周波数分解能は,互い

に トレー ドオフの関係にあり,両者を任意に増加させるこ

とはできない。それに対 し,後述の時間窓 を用いた疑似

Wigner分布ではない,本来の Wigner分布では,こ のよう

な分解能の低下は生 じない。また,時間窓 を用いる疑似

Wigner分布でも,時間方向の分解能は低下 しない。

クロス項や負の値が発生する問題点もある

今まで述べてきたように,Wigner分布は時間―周波数分

布関数 として好 ましい性質を多 くもつが,一方い くつかの

問題があるとされている。

[1]ク ロス項の発生

異なる周波数五,%,■ ,¨ 。の時間的に定常な正弦波成分

からなる時間信号のauto Wigner分 布を計算すると,時間―

周波数平面上の, 周波数 土五,士勇,士兎,¨・ のところに非

零の時間的に定常な分布が生 じるが,そ れ以外の周波数に

も非零の分布が生 じることがわかる。図 2は ,周波数の異

なる二つの正弦波を加算 した信号 (同 図下部)の auto‐

Wigller分 布であるが,そ れぞれの正弦波の周波数に等 し

い周波数のところに定常な分布が生じ,そ の中間の周波数

のところに,値が時間的に振動する分布が生じている。

一般に,auto‐ Wigner分布では,こ のような複数の周波

数成分を持つ信号に対 して,周波数 (士勇士勇)/2(グ ,ノ =1,

2,3,¨ 。)の ところに非零の分布が生 じる。 これらの非零の

分布のうち,周波数 土/,±%,¨ 。のものは時間的に定常に

現れるが,そ の他のものは,値が時間の推移につれ正負に

振動して現れる。後者は,信号のパワー・ スペク トルには

現れないことからもわかるとおり,時間軸方向に積分すれ

ば零になってしまう。この振動成分は,一般にクロス項 と

呼ばれてお り,周波数の異なる成分間のうなりのようなも

のである。 また,周波数が 0の ところに現れるクロス項は,

信号の瞬時パワーの時間的変動分であるとも説明できる。

このクロス項は,式の上では,Wigner分布が単純な線形

変換ではない (cross― Wigner分布における二つの時間関数

のそれぞれについて線形である,いわゆる bilinear trans―

formationで ある)こ とに起因するものであると説明でき

る。前述の例で,周波数メの定常信号をχJ(″ )と し,Ⅳ 個の

χ,(′ )の 和 による信 号 を χ(′ )と する と,χ (′ )の auto

Wigner分布は,

''1,(′

,/)=Σ Σ ア
'毎

x,(′ ,/)
′=1 ,=1

となる。右辺を展開したときの,グ =プ の項は,χ.(r)の auto‐

Wigner分布であ り,前述の時間的に定常な分布成分 とな

る。一方,ノ キプの項は,異 なる周波数成分間の cross‐ Wigner

分布であり,こ れが前述のクロス項 となるのである。式 (4)

からも推察できるように,複数の周波数成分をもつ信号の

クロス項は,周波数成分の個数の 2乗 に近い個数で現れる

ため,一般的な広帯域信号の auto― Wigner分布は非常に複

雑な姿になる傾向がある。

よリー般には,時間―周波数平面上で任意の方向に隣あっ

た二つの非零成分があるとき,両者のちょうど中間にこの
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図2 周波数の異なる二つの正弦波を加算 した信号の Wigner分 布

横軸は時間軸 (128点 ),縦軸は周波数軸 (0か ら標本化周波数の 1/2ま

で)。 二つの正弦波の中間の周波数にクロス項が生じている。

クロス項が必ず生 じるとされている。たとえば,図 3の よ

うに,時間軸上で,二つのパルスが並んでいるような信号

の Wigner分布を計算すると,そ のパルスの中間の時亥1に ,

周波数方向に延びたクロス項が現れる。そのため,時間的

に周波数構造が変化 す る信号 の場合 には,そ の auto‐

Wigner分布は,さ らに複雑なものになると考えられる。

クロス項は,一般に時間あるいは周波数の推移につれて ,

その値が正負に振動するため,適当なフィルタ操作によっ

て低減することが可能である。しかし,Wigner分布を用い

て眺めた信号の姿が,ま さしくこのような格好をしている

図3 時刻の異なる二つのパルスによる信号のWigner分 布  横軸

は時間軸 (128点 ),縦軸は周波数軸 (0か ら標本化周波数の 1/2ま

で)。 二つのパルスの中間の時刻にクロス項が生じている。

のであり,パ ワー・スペク トルによる信号の姿になれた目

に奇異に映るからといって,ただちにクロス項を消さなけ

ればならないというものでもない。しかし,ク ロス項の下

に注目している成分が隠れてしまうといった場合には, こ

のクロス項を低減して隠れた成分を見やす くするため,フ

ィルタ操作を行なうことは有効であると思われる。

[2]負 の値の発生

auto Wigner分 布の,も う一つの問題は,auto‐Wigner

分布の値が,時間―周波数平面上で必ず非負になる保証はな

いということである。これは,auto‐ Wigner分布を信号の
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エネルギの時間―周波数分布関数であるとみなしたときに,

負のエネルギ密度が生じる可能性があることを意味する。

Wigner分布では,時間―周波数平面上の値そのものについ

ては,符号に関する制約は一切なく,ただ時間,あ るいは

周波数方向に積分すれば非負の値になることが保証されて

いるのみである。この負の値の発生は,本来,厳密には求

めることができない,エネルギの時間―周波数分布を,あ ま

りにも精密に求めようとしたために生じる不確定性の一つ

の表れであると考えられる。前述の,オ ー トスペクトログ

ラム (auto‐ spectrogram)では,時間窓を使用することに

より,時間分解能 と周波数分解能の積が抑えられてしまう

ので,不確定性を云々するところまでエネルギの時間―周波

数分布を追い求めることができない代わりに,負の値は絶

対に生 じない。また,auto‐Wigner分布 を用いる場合に

も,時間―周波数平面上で何らかの移動平均操作を行なうこ

とで,負の値の発生を抑えることができる。

演算時の手法

離散的 Wigner分布

今まで述べてきたWigner分布は,連続時間上で定義さ

れ,しかも無限の過去から,無限の未来にわたっての,信

号の値を要する。したがって,厳密なWigner分布は,数式

で与えられた関数に対する解析的計算によってのみ計算可

能である。これは,厳密な意味でのフーリエ変換が,や は

り机上の計算でのみ可能であることと同じである。

フーリエ変換が,現在このように広 く用いられるように

なったのは,数値計算による離散的な短時間フーリエ変換

の実用性が広 く受 け入れ られた ことと,そ の高速算法

(FFT:高速フーリエ変換)が発見されたことが原因であ

ろう。Wigner分布に対しても,離散時間における,時間窓

を用いた定義を与えることで,その実用性を増すことがで

きる。

まず,離散時間におけるWigner分布の定義を与える。標

本化周期を Qと して,式 (2),式 (3)の変数を,

′=2民

τ=77Z異

2π/Q=ρ
と置き換える。さらに時刻 πス における信号 χ(′ )の標本

値をχ(2)と 書 くことにすると,離散的 Wigner分布は下式

のようになる。

鴫y(η ,0=″
i∞
πη(勿θ′″°     6)

Z″ (777)=2χ (″ 十″)夕
*(η -2)          (6)

式 (2),(3)と 式 (5),(6)の 違いは,フ ーリエ変換が離散的

フーリエ変換に置き換わったことと,標本化によって分布

が周波数に関して周期的になったことである。また,式 (5)

の左辺において周波数に係数 1/2がついているのは,式 (2)

の τの係数 1/2の ためであるが,そ の結果,Wigner分布の

周波数/における値は,式 (5)の右辺の離散的フーリエ変換

の周波数 イ における値によって求められることになる。

一方,離散的フーリエ変換は,標本化周波数で正規化された

角周波数 (以後単に周波数)に関して周期 2π をもつから,離

散的 Wigncr分布は,周波数に関して周期 πをもつことに

なる。これは,た とえ信号が標本化定理を満足するように標

本化されていても,lρ l>π/2の 周波数において非零の成

分をもつ場合には,求められる離散的 Wigner分布に折 り

返し歪が生じることを示している。したがって,信号を標本

化する際に,含まれる最高周波数の 4倍以上の標本化周波

数で標本化を行なうか, または最高周波数の 2倍以上の標

本化周波数で標本化を行なった後に遮断周波数がπ/2以下

の数値フィルタを用いて帯域制限を行なうかのどちらかの

対策を講じなければならない。ただし,後述する解析信号

の利用により, この折 り返しの問題は自動的に解決される。

時間窓を使っても時間方向へのエネルギ密度の広が りが

生じない離散的 Wigner分布

離散的 Wigner分布を実用的な計算量で求めるには,時

間窓を用いた定義が必要である。
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図 4 Wigner分 布とスペクトログラムの比較  横軸は時間軸 (1024点 ),縦軸は周波数軸 (0か ら標本化周波数の 1/2ま で)。 信号は時間とともに

周波数が増加するチャープ信号。 (a)の auto‐ Wigner分 布に比べて,(b)の オー トスペクトログラムでは広がりが大きい。

長さ″ 点の離散時間上の時間窓 lfl(″ )(― /1f/2+1≦ π

≦/1f/2で 非零の値をもつ)を 用いて,式 (5),(6)に おける

数列に対 して,注目している時刻の近傍で重みをかけると,

下式 となる。

,,ly(η ,々)= Σ  ク″(z)θ
′2π ″々′″       (7)

″=― M12+1

z″ (2)=2χ (η +777)T(777)ノ
*(″―177)″

*(-777)   (8)

式 (7)は ,有限長数列に対する離散的フーリエ変換の形を

してお り,高速フー リエ変換 (FFT)の 算法によって高速

に計算できる。また,周波数はもはや 〃 点の離散値 しかと

り得ないので,離散的フーリエ変換の慣習にならい,周波

数のかわりに compOnent number力 を用いることにする。

ただし,離散的フー リエ変換の場合 とは異な り,[0,/1f)

の たは,[0,2π )で なく,[0,π )の 周波数に対応している

ことに注意しなければならない。

時間窓の導入によりWigner分布の実用的な計算が可能

になるが,半面,本来の Wigner分布のもつ性質の一部が失

われる可能性があることに注意しなければならない。たと

えば,時間窓を用いて計算された auto‐ Wigner分布を時間

方向に加算 しても,も はやその結果がパワー・ スペクトル

に一致する保証はない。 また,時間窓の使用により,時間―

周波数平面上で,周波数方向の広が りが生 じるため,周波

NIKKEl ELECTRONICS 1987 6 15(no 423) Wigner分 布で信号の時間―周波数解析をする 171



「

~

数領域で帯域制限された信号の auto‐ Wigner分布が,制 限

帯域外で非零の値を持つ可能性がある。しかし,時間窓を

用いることで,数学的厳密性を失うかわりに実用性が獲得

されるという事情は,離散的フーリエ変換 と同様であり,

本来のWigner分布 との違いを十分承知のうえで用いれば,

FFT同様強力な信号解析手法となるであろう。そういつた

意味で,時間窓を用いた離散的 Wigner分布を,以後は,疑

似 Wigner分布 と呼ぶ ことにする (文 献のでは,pseudo

Wigner distributionの語が用いられている)。

時間窓関数,お よびその長さを決定するために考慮しな

ければならない点は,離散的短時間フーリエ変換における

時間窓の選択とほぼ同じである。離散的短時間フーリエ変

換によるスペクトルが,窓関数のフーリエ変換によって「ピ

ントがぼけるJの と同様,時間窓を用いた離散的 Wigner分

布は,窓関数のWigner分布によつて周波数方向に「ピント

がぼけて」いる。しかし,離散的短時間フーリエ変換によ

って求められたスペクトログラムは,時間窓によって時間

方向,周波数方向のどちらにも広がりが生じるのに対し,

疑似 Wigner分布では,窓関数の Wigner分布の中心時刻

における周波数方向の分布によって,各時刻における「ピ

ンボケ」が生じるが,時間方向への広がりは生じない。図

4(a),(b)は ,周 波数が時間とともに増加するチャープ信号

の auto‐ Wigner分布 と,オ ー トスペクトログラムを,同 じ

時間窓 (長 さ512点の離散的なハニング窓)を用いて計算

したものである。両者の時間―周波数平面上での広がりの違

いは決定的である。

結局,計算可能な限り窓の長さを大きくとつた方が,本

来のWigner分布に近い結果が得られるであろうし,矩形

窓よりもハニング窓やガウス窓などのサイドローブの少な

い窓関数を用いた方が多 くの場合満足いく結果を得られる

であろう。しかし,時間―周波数分布の大体の傾向をつかみ

たいといった場合には,よ り短い時間窓の使用も有効であ

ろうし,なんらかの目的のために特殊な時間窓を用いるこ

とが有効である可能性もあるであろう。疑似 Wigner分布

は,本来のWigner分布とは異なるものであるということ

を承知のうえで用いるならば,われわれは個々の問題にお

ける必要に応じて時間窓を選択すればよいのである。

信号を解析信号に変換 してからWigner分布を求める

時間の実関数として表される信号を実信号と呼ぶ。実信

号のフーリエ変換は,正負の周波数域で共役対称となる。

また,元の時間信号は正か負のどちらかの周波数域におけ

るフーリエ変換の値のみから完全に復元できる。言い換え

れば,負の周波数域におけるパワー・スペクトルは正の周

波数域におけるパワー・ スペクトルと完全に等しいために,

情報量をまったくもたらさない冗長成分である。同様に,

実信号に対するWigner分布にもなんらかの冗長性が含ま

れていると考えられる。実際,実信号のWigner分布 も,正

負の周波数域で対称となり,そ のため負の周波数域におけ

るWigner分布は冗長である。また,信号の負の周波数の成

分と正の周波数の成分によるクロス項も,や はり冗長であ

ると考えられる。

ある実信号に対して,正の周波数域においては実信号の

フーリエ変換の値 と一致し,負の周波数域では成分が零と

なるような複素信号を解析信号と呼ぶ。解析信号には, も

はや前述した冗長性は一切含まれていない。また,負の周

波数域が零であるため,信号の周波数帯域幅が実信号の半

分になる。

実信号をこのような解析信号に変換してからWigner分

布の計算を行なうことで,前述したWigner分布の冗長成

分が生じないようにできる。もちろん,実信号のWigner分

布 と,解析信号の Wigner分布 とはまったく異なるもので

はあるが,後者は前者に含まれる「情報量をもたない成分J

を除いたものと考えられ,信号の情報は一切失われてはい

ない。

解析信号を用いるもう一つの利点は,信号の周波数帯域

幅が半分になるため,離散的 Wigner分布固有の,周 波数軸

上での折 り返し歪の問題を回避することができることであ

る。前述のように離散的 Wigner分布では,周 波数土π/2の

ところで折 り返しが生じるため,標本化の際に注意が必要

である。しかし,通常の標本化定理を満たすように実信号

を標本化した後,解析信号に変換すれば,[― π,0]の 周波数

成分が零となる。そのため,離散的 Wigner分布の計算によ

り [一 π/2,0]の 成分と [+π/2,π ]の成分との重なりが

生じず,折 り返し歪は生じない。
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応用例

Wigner分布を用いた瞬時音響インテンシティ計測

Wigner分布の一つの応用例 として,わ れわれが行なっ

ている音響インテンシティ計測法への応用の概要,お よび

実験結果を紹介する。

音響インテンシティとは,空間のある単位面積を通過 し

て流れる音響エネルギの時間平均 として定義されるベク ト

ル量であり,電気回路における電力に相当するようなもの

である。空間のある 1点 における音響インテンシテ ィ」

は,そ の点における音圧 ρ(′ )と 粒子速度 υ(′ )の 積の時間

平均によって与えられる。

f=沙 (′ )υ (′ ) (9)

実際に,音響インテンシティを求めるためには,音圧 と

粒子速度を観測 しなければならないが,粒子速度を精密に,

安定して測定できる方法は現在のところ存在 しないので ,

式 (9)は 実際には使えない。しかし,流れのない媒質中では

粒子速度は,音圧の空間微分から求めることができるので ,

通常,近接 した二つのマイクロホンを用いて音圧を源l定 し,

両者の差分をもって空間微分の代用 とする近似計算が行な

われる11｀ 10。

さて,Wigner分布を,信号のエネルギの時間―周波数分

布関数 として用いることができるならば,音圧 と粒子速度

の cross‐ Wigner分布によって,空間のある 1点 における

音響エネルギの時間―周波数分布 を得ることができると考

えられる。 この,空間のある 1点 における音響エネルギの,

ある時刻 ′,あ る周波数/に おける値を f(′ ,/)と 記すこと

とし,瞬時音響インテンシティ・ スペクトルと呼ぶことに

する。瞬時音響インテンシティ・スペクトルは,次式で与

えられる。

f(′ ,/)=ルЪυ(′ ,/)

ρ(′十″2)υ
*(′ ―グ2)θ '2π

″″τ (10)

における音圧 ρ(′ ),お よび粒子速度の γ方向の成分 υ″(′ )

は,次式で与えられる。

ρ(′ )=[ρ l(′ )十ρ2(′ )]12

υ″(′)―ル/1[ρ
2ば )plば月′′

すると,式 (10)は ,次式のように変形できる。

f(′,/)=2#雨 Im[%lp2(′ ,/)]

(11)
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図 5 瞬時音響インテンシティ・ スペク トルの実験に用いたシステム

CM-202
音響インテンシティ・ プローブ 〃=6mm

マイクロホン

アンプ

CF-940
2チ ャネル FFT
アナライザ

HP-9000/320ワ ークステーショ
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式(12)の実効分のみ取り出し,そ れをグ(′ ,/)と 記すこ

とにする。

ノ(′ ,/)=Re[f(′ ,/)]

=~2π
ル″

Im[TTbl,2(′
'/月       (13)

グ(′ ,/)は ,結局,空間の 2点で測定された音圧間の cross‐

図 6 瞬時音響インテンシティ。スペクトルの実験風景  写真左側

に見えるのが反射板,そ の前の三脚に乗っているのがスピーカ,反射

板の右側にあるのは音響インテンシティ計測用ロボットである。

反射板

― カ

図 7 実験 1の反射板,プローブ,ス ピーカの配置

Wigner分布から求められる。以後,特に断らない限 り,こ

の瞬時音響インテンシティ・ スペク トルの実効分のことを,

単に瞬時音響インテンシティ・ スペク トル と呼ぶ。

瞬時音響インテンシティ・スペク トルの測定実験

前述の瞬時音響インテンシティ・スペク トルの有効性を

確認するために行なった実験の概要 と結果について述べる。

2種類の実験を行なったが,実験システム,解析法はまっ

た く同一である。実験システムの構成を 図 5に 示す。2チ

ャネル FFTアナライザは,信号 (12ビ ット)取 り込みと同

期加算にのみ用い,そ れ以後の信号処理はすべて,ワ ーク

ステーション上で開発 した信号処理用環境 を用いて行なっ

ている。システムの処理速度 としては,信号を取 り込んで

から,Wigner分 布を時間―周波数平面上の 256× 256点 で

計算 し,カ ラー表示するまで,お よそ 4分弱の計算時間を

要する。内部演算は 64ビ ット。

[実験 1]

図 6,図 7の ように,床,壁,天丼に相当する 3枚の反

射板に囲まれた空間に,音源からバース ト信号を放射 し,

空間内の一点における瞬時音響インテンシティ・スペク ト

ルの垂直成分,水平成分を求めた。実験の目的は,Wigller

分布の高い時間―周波数分解能によって,さ まざまな径路を

伝播 して くる反射音の強さと到来方向を知ることが可能か

どうか調べることである。

放射 した信号は,10 kHzの 正弦波 4周期分のバース ト

信号で,オ ーディオ用 トゥイータから放射 した。音響イン

テンシティ・プローブは,二つの対向する 1/4イ ンチ・ マ

イクロホンと,″ =6mmの スペーサを組み合わせたもの。

瞬時音響インテンシティ・ スペク トルの水平,垂直成分

を求め,ベ ク トル表示をした結果を 図 8に示す。瞬時音響

インテンシティ・スペク トルは,時間―周波数平面上 32× 32

点で求め,そ のすべてを表示 した。図中のそれぞれの矢印

は,一つの測定点における瞬時音響インテンシティ・スペ

クトルの,あ る時刻,あ る周波数における成分をベク トル

的に表現している。具体的には,矢印の方向がベク トルの

空間的方向つまり波の進行方向を示し (座標は図 7に 一致

させている),矢印の長さがベク トルの長さの対数に上ヒ例す

だ
♭音響インテンシティ

プローブの位置
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るように描いた。時間―周波数平面上での瞬時音響インテン

シティ・ スペク トルの最大値 を OdBと した ときに,-20

dB(瞬時音響インテンシティ・ スペク トルの大 きさが 1/

100)を 示す矢印の長さが 0に なるようにしてある。 したが

って,-20 dB以下の成分は表示されていない。

結果を見ると,時間の推移 とともにさまざまな方向から

反射音が到来する様子が,よ くとらえられている。表 1に

示した,幾何学的に計算した反射音の到来方向と比べても,

よく一致していることがわかる。 このように,瞬時音響イ

ンテンシティ・スペクトルは,Wigner分布の持つ高い時間―

周波数分解能を利用できるので,時間的に変化する音場の

様子をよくとらえることができるのである。

[実験 2]

3kHz付近 にクロスオーバ周波数 を持つネッ トワーク

に接続 された高域用スピーカ (25 mm径 )と 中域用スピー

カ (80 mm径 )か ら放射される音の,瞬時音響インテンシ

ティ・ スペクトルをスピーカ前方の 1点で求めた。実験概

要を 図 9に示す。スピーカから放射 した信号は,そ の周波

数が 0か ら 10 kHzま で時間の指数関数的に 20 msで 変化

するチャープ信号である。

実験の目的は,周波数の変化 とともに音源位置が変化す

る様子を,Wigner分 布でどのようにとらえることができ

るかを知ることである

図 9の ようなプローブ位置における瞬時音響インテンシ

ティ・スペク トルの水平,垂直成分を時間―周波数平面上 32

×32点 (実際は周波数方向には 64点 で求めて,直流から標

雫言

-18度

天丼|

39度

図 8 実験 1の結果  横軸は時間軸 (全長 5 ms),縦軸は周波数軸 (0

から25 6kHz)で ある。ある時刻,あ る周波数における矢印の長さと

方向は,そ の時刻,周 波数における1舜時音響インテンシティ・スペク

トル (空 間的にはただ 1点で測定されている)の絶対イ直の対数,お よ

び,空間的な方向を表している。左から順に,直接音,天丼からの反

射,床からの反射,壁からの反射,天丼と壁の多重反射,床 と壁の多

重反射である。表 1と 見比べてもわかるように,各反射音の方向がよ

くとらえられている。

表 1 幾何学的に求めた反射音到来方向 (図 7の水平右方向を 0度 とし,反時計回りにとった角度)

反射径路 ■■‐‐

-53度

■,■

-171度

VI雫

158度

‐不す壁

-147度

A~裔 襄予夕
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本化周波数の 1/4に 対応する最初の 32点 を表示している)

において計算 し,最後に水平,垂直成分を併せて 2次元の

ベクトル量 として表示した。その結果を 図 10に 示す。

時間―周波数平面上に描かれている矢印は,実験 1と 同

様,そ の時刻,そ の周波数における瞬時音響インテンシテ

ィ・ スペク トルのベクトル量を表 している。ただし対数は

とっておらず,矢印の長さは,ベ ク トルの大 きさに比例 し

ている。矢印の方向は,ベ ク トルの空間的方向に対応 して

お り,座標のとり方は図 9と 一致させている。

結果を見ると,ス ピーカ・ システムから放射される音響

エネルギのうち,低い周波数の成分については中域用スピ

―力の方向から,高い周波数成分については高域用スピー

カの方向から到来していること,ク ロスオーバ周波数のあ

たりでその方向が徐々に移 り変わっていることがよくわか

る。また,矢印の長さから,比較的高い周波数まで均等に

音響エネルギが放射されていることがわかる。さらに,空

間の格子上の複数点で沢1定 を行い,そ れぞれの点で図 10の

ような表示を求めれば,ス ピーカ・システムの周波数特性

と指向特性を同時に表現することができると思われる。

今後の課題

Wigner分布には,すでに述べてきたような問題点もあ

1111■ ■■■■■■■1■|||

譲 用ス:ビ■カ

:霧:「|■11111「「

中1域用ス|ピ ■カ

図 9 実験 2のスピーカ,プロープの配置
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るが,そ れを補って余 りあるほどのパワーがある。今後も,

フーリエ変換のように,「万能ツールJと して用いられるよ

うになるとは思えないが,問題によっては大きな威力を発

揮する「特殊工具」といつた使われ方で普及していくだろう。

Wigller分 布がより広 く使われるようになるためには,

この手法の存在を広 く知らせることと,実用性を上げるた

めの不断の努力が必要であろう。特に,計算時間について

は,なんらかの高速算法が存在しないものであろうか。そ

れから,フ ーリエ変換的なセンスから,Wigner分布的セン

スヘの切 り替えといつたものが今後要求されるのではない

かと思われる。Wigner分布的センスというのが果たして

図 10 実験 2の結果  横軸は時間軸 (全長 20 ms),縦 軸は周波数

軸 (0か ら25 6 kHz)で ある。ある時刻,あ る周波数における矢印の長

さと方向は,そ の時刻,周 波数における瞬時音響インテンシティ・ス

ペクトル (空 間的にはただ 1点で測定されている)の絶対値,お よび,

空間的な方向を表している。矢印をみれば,信号の周波数が上昇する

(時間がたつ)に つれて, まず右下から,次いで真下から,最後には左

下から音が測定点に向かうのがわかる。すなわち,周 波数の変化とと

もに,音を放射するスピーカが中域用スピーカから高域用スピーカに

移り変わっていくのがわかる。

どのような ものかは現時点でははつきりしないが,今後 ,

Wigner分布の普及 につれて確実 に蓄積 されてい くであろ

うと期待 している。

もう一つ大事 な ことは,Wigner分布 の問題点である と

言われている,ク ロス項 の発生,負の分布 といつた ものが ,

それほど問題 とな らない ような応用法 を模索することであ

る。た とえば,われわれが実験で しば しばチャープ信号 を

用いるのは,ク ロス項の問題 を回避す るためである。 また ,

逆 にクロス項 を含めた Wigner分布の全体像 に対 して,明

快 な解釈 を与 えることも必要であろう。われわれ も,今後 ,

よ り実用的な Wigner分布 の応用法 を検討 してい きたい。
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